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Schwingung eines Plasmazylinders in einem axialen Magnetfeld Il

Von Kraus Korper

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen *
(Z. Naturforschg. 15 a, 220—226 [1960] ; eingegangen am 17. Januar 1960)

Radial oscillations are excited in a homogeneous infinite plasma cylinder in a homogeneous axial
magnetic field by a surface current which is homogeneous in the axial and azimuthal directions. The
modes of oscillations corresponding to the axial and azimuthal components of current are not coupled,
and so they may be analysed separately. The magnetic field in the plasma and vacuum is obtained,
and the indices of refraction for both types of oscillations are discussed thoroughly. When the currents
are parallel to the external magnetic field, the oscillations are characterized by the refractive index
of Eccles. On the other hand, when the current is perpendicular to the magnetic field two resonance
frequencies exist, which depend on the density of the plasma and the magnetic field strength. — In the
latter case the radial characteristic oscillations of the plasma cylinder in an external magnetic field

are considered.

Es werden die Schwingungen eines kreiszylindri-
schen unendlich langen, einem statischen homogenen
axial gerichteten Magnetfeld ausgesetzten homogenen
Plasmazylinders untersucht. Die Anregung erfolgt
durch elektromagnetische Wellen, welche in einer
den Plasmazylinder umgebenden Spule erzeugt wer-
den und radial nach innen und auflen laufen *.

Das Plasma wird als quasi-neutral vorausgesetzt.
Die Grundgleichungen ? entsprechen einer makrosko-
pischen phénomenologischen Betrachtungsweise des
Plasmas als einer aus zwei Komponenten bestehen-
den Flissigkeit und enthalten nach den Vorstellun-
gen der klassischen Elektronentheorie nur elektrische
und magnetische Vakuumfelder sowie Ladung und
Masse tragende bewegte Elektronen und Ionen.
Druckterme, Warmeleitfahigkeit und Viskositat wer-
den vernachlassigt, ferner werden nur im Vergleich
zum statischen Magnetfeld kleine magnetische Wech-
selfelder angenommen. Das System der Grundglei-
chungen enthélt die MaxweLLschen Gleichungen, die
Bewegungsgleichung und das Diffusionsgesetz (ver-
allgemeinertes Onmsches Gesetz). — AulBerhalb des
Plasmas gelten die ublichen MaxwerLschen Gleichun-
gen.

An die Losungen des das gesamte Wellenfeld be-
schreibenden Systems von Differentialgleichungen
sind als Randbedingungen die Regularitéatsforderung
auf der Spulenachse und die SomMMERFELDsche Aus-
strahlungsbedingung im Unendlichen zu stellen. Als
Grenzbedingung erhilt man fiir die Trennflache zwi-
schen Plasma und Vakuum bei Abwesenheit von
Flachenstromen, daf} die Tangentialkomponenten des
magnetischen Feldes stetig iibergehen miissen. Der
Sprung in der Normalkomponente des elektrischen
Feldes gibt Veranlassung zu einer Oberflichen-

ladung. Da der Vakuumzwischenraum zwischen
Plasmazylinder und Spule, von der Ausbildung ste-
hender Wellen abgesehen, physikalisch ohne wesent-
liche Bedeutung ist, kann man ihn nédherungsweise
vernachldssigen. Dann lafit sich der EinfluB der
Spule formal durch Oberflachenstrome in der Plasma-
oberflache beriicksichtigen. Man erhilt dann in be-
kannter Weise einen Sprung in den Tangentialkom-
ponenten des Magnetfeldes.

I. Erzwungene Schwingung des Plasmazylinders

Eine lings des Plasmazylinders homogene An-
regung der Schwingung durch die duflere azimutale
Stromverteilung

jo(t,8) =I5+ 0(r—R)-ei @t (1)

erzeugt ein von der axialen Koordinate z und von
der azimutalen Koordinate ¢ unabhingiges Wellen-

feld. 0 (x) ist die Diracsche Deltafunktion. /, bedeu-
tet den gesamten Strom in ¢-Richtung pro Léngen-
einheit des Plasmazylinders und r=R den Ort der
Stromschicht auf dem Zylindermantel. Man erhalt
im Plasma (r < R) aus den linearisierten Grund-
gleichungen des Plasmas

r0t©=47ni+i%@, (2)
rot € = —i%@, (3)
giov= 7 [{x B, (4)

* Seit Herbst 1958 in Miinchen.

1 K. KéreEr, Z. Naturforschg. 12 a, 815 [1957]. Im folgenden
mit I zitiert.

2 A. ScaLiTER, Z. Naturforschg. 5a, 721 [1950].
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mi—

emeiwb (5)

%(iw+7)i=@+%[n><5§0]—

fiir die elektromagnetischen Feldstirken €,

Ey(r,t) =a-J,(nkr) et (6)
H,(t,t) =ain-Jg(nkr)e«t, (7)
E.(1,t) =a-Q-J,(nkr) et (8)
Fiir die hydrodynamische Geschwindigkeit
mj me
V= mitme Vit M'De ()

(der Index i bezieht sich auf Ionen, der Index e auf
Elektronen) ergibt sich

_ £ @ s iot
v, (1,2) = Hy wp® (n*=1)ali(nkr) e’ (10)
. _c. w_°2 twt
e (1, 1) = H, wp? Qali(nkr)e (11)
und fiir die Stromdichte (/ ist die [onendichte)
j=eN(b;—De) (12)
folgt
ir(t,0) = = 22 Qaly(nkr) €®t,  (13)

o (6 0) = 52 (02— 1) aly(nkr) et (14)

Jo(z), J,(z) sind Besser-Funktionen nullter und er-
ster Ordnung, und k= w/c ist die Wellenzahl einer
Welle der Kreisfrequenz @ im Vakuum. (2 steht als
Abkiirzung fiir den dimensionslosen Ausdruck
iwwg wp?
= (0pFol—w?+iy o) (0f—w+iy w) —w? og®’
(15)
n ist der Brechungsindex des Plasmas fiir Wellen,
deren Ausbreitungsrichtung und deren elektrisches
Wechselfeld senkrecht zum &ufleren statischen Ma-
gnetfeld steht:

wp? (wp?+ w2 —w?+iy w)
T w? ok — (wpt g —w?+iy o) (02— wi+tiy o)
(16)
n? und Q besitzen denselben Resonanznenner. Es
bedeuten

n?=1

o 4moe?

= 2 2
Wy = e Ve + Wypi (17)
das Quadrat der Plasmafrequenz,
oy BB g i
Wy~ = i ce " Wei (18)

das Produkt aus den Gyrofrequenzen der Elektro-
nen und Ionen und
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Wy = —(_1—— = —1-—) =Mep — Wi (19)

c \me mj
die modifizierte Gyrofrequenz der Elektronen.
y ist die mittlere Frequenz der Stofle zwischen
Ionen und Elektronen. Sie hingt bei nicht zu hohen
Temperaturen gemal

v=const- NT™" (20)

von der Temperatur und der Teilchendichte ab . Bei
hoheren Temperaturen sind quantenmechanische Kor-
rekturen anzubringen. e ist die (positive) Elementar-
ladung, H, das @uflere homogene statische Magnet-
feld.

Die Amplitude der Welle im Plasma wird tber
die Grenzbedingungen festgelegt:

sl 47“ I, (21)
H,2 (k R)

"J,(nkR)-Hy® (kR)—n-J,(nkR) -H,® (kR)"

Im Vakuum (r = R) erhilt man die transversale

Welle

Eo(r,t) =a, Hi® (kr) e @?, (22)
H,(r,t) =ayi Hy® (kr) el@? (23)
mit der Amplitude
a=i 221, (24)

c
. Ji(nkR)
Ji(nkR)-Hy® (kR —n-Jo(nk R) -H,® (kR) °

H,? (z) und Hy® () sind HankeL-Funktionen erster
und nullter Ordnung zweiter Art. Da das Argument
reell ist, werden durch (22) und (23) nach auflen
laufende ungeddmpite Zylinderwellen beschrieben.

Die spiralige Form einer Hochfrequenzspule be-
dingt neben der azimutalen Stromkomponente auch
eine axiale Stromkomponente

jo(t.t) =1,-0(r—R) et (25)

Diese regt im Plasma (r < R) Wellen des Typs

Ho(t,t) =b-Jy(mkr) e’ (26)
E(0t) = —isJy(mkr) éiot  (27)
und im Vakuum (r = R)
Ho(t,0) =B Hy® (kr) et (28)
E.(t,0) = —i B+ Ho® (kr) et (29)

3 L. Serrzer sr., Physics of Fully Ionized Gases. Interscience
Publishers, Inc. New York 1956.
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mit den Amplituden

B 47 5 m Ho‘f/(A‘RL i

¢ 7 JotmkR) -H{2(kR)—m-Jy(mkR)-H,2 (kR)
(30)

und

L R |1 B

T oc * JomkR)-H2(kR)—m-J;(mkR)-H,2) (k R)
(31)

an. Da im Plasma diesem Schwingungstyp eine

magnetfeldparallele Stromdichte in axialer Rich-
tung entspricht, verschwindet die Lorentz-Kraft
und damit die Wirkung des Magnetfeldes. Die
Schwingung wird deshalb bestimmt durch den
EccrLesschen Brechungsindex. der fiir die Ausbrei-
tung elektromagnetischer Wellen in einem magnet-
feldfreien Plasma bekannt ist:

2
wp~

(32)

=~ e
Da die Betriebsfrequenz o weit unterhalb der
Plasmafrequenz w, liegt, ist dieser Brechungsindex
im vorliegenden Fall praktisch rein imaginir, und
die Welle dringt nur wenig in das Plasma ein. Die
urspriinglich schridg liegende Polarisationsrichtung
(Richtung von €) wird innerhalb einer Oberflachen-
schicht der Dicke d =c/w, wieder in die ¢-Richtung
gedreht. Da auflerdem bei Spulenwicklungen tiblicher
Ganghche die axiale Stromkomponente klein ist ge-
gen die azimutale, sind nur die Schwingungen trans-
versal zum dufleren Magnetfeld von Bedeutung.
Durch das Losungssystem (6) bis (14) wird im
Plasma eine stehende elliptisch polarisierte Welle be-
schrieben. Einen anschaulichen Uberblick iiber die
die Ortsabhéngigkeit liefernden komplexwertigen
BesseL-Funktionen gewinnt man aus Kurven, die in
der komplexen z-Ebene Betrag und Phase von /. (z)
darstellen®. Die Vektoren des elektrischen Feldes,
der hydrodynamischen Geschwindigkeit und der
Stromdichte beschreiben an jeder Stelle des Zylin-
ders Ellipsen in der Querschnittsebene mit der Fre-
quenz w der anregenden Strahlung. Da bei Abwesen-
heit von Elektron-lon-Wechselwirkungen (y =0) die
Grofle £ (15) imagindr und das Quadrat des Bre-
chungsindex n? (16) reell ist, sind die Ellipsen von
j und b gegen die von € zeitlich um % 7 verschoben,
so dafl wegen (9) und (12) das elektrische Feld an
den Ionen und Elektronen nur Blindleistung verrich-
ten kann. Bei Anwesenheit von lon-Elektron-Stof3en
erhalten j bzw. b und € zur gleichen Zeit auch gleich-
gerichtete Komponenten, so dal} eine Energieauf-

K. KORPER

nahme moglich ist. — Untersuchungen. die wesent-
lich die thermische Geschwindigkeitsverteilung der
Ionen und Elektronen im Plasma beriicksichtigen,
haben ergeben. dal} bei transversalen Wellen eine
Dampfung durch thermische Phasenmischung (Lan-
pau-Dampfung) nicht erfolgt®. Alle energetischen
Betrachtungen werden sich ausschliefilich auf die
durch wechselseitige Streuung der geladenen Plasma-
konstituenten (Ionen und Elektronen) bedingte StoB3-
dampfung stiitzen.

II. Der Brechungsindex

Der Ausdruck (16) fiir den Brechungsindex des
Plasmas ldfit sich entwickeln. Mit den dimensions-
losen Abkiirzungen

= (w/wg)? s=(wp/wg)?, t=y/wy (33)

erhdlt man in dem praktisch immer vorliegenden

Fall

| (_mi—mp)2 =

<€ —
"

mj

s>1. s>ux.

mj me me

die Beziehung

8|

r

.:'(J« + .s-)—sv’ +it Yz

n
[I(—l —‘é)'—s :+f') 2
[ T8 j cx s°

8%+ r{%‘—}—s")

n?=1-s- .
(34)

Der Verlauf von (n?),=We(n?) und (n?); = Im(n2)
hat ein fir Absorptionsstellen typisches Verhalten.
Abb. 1 zeigt schematisch fiir den Fall s> 1/u die

(n?).
/
S
2 El
(n€), t
2 s
1+ 2f
1+S ) 7 P e
1-t |1+t I-Y-IQ':IH-VE
1 1
| ,_S
=3t

Abb. 1. Brechungsindex in der Umgebung der Ionenresonanz
(schematisch).

4 z. B. Janske-Empe, Tafeln hoherer Funktionen, B. G. Teub-
ner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1948.
5 Ira B. Bernstely, Phys. Rev. 109, 10 [1958].
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),
X=oo X=0 2
™ (n?),
I
X=1+ 1t . X=1- Lt
Vz z
=1

Abb. 2. Phasenwinkel ¢ des Brechungsindex in der Umgebung
der Ionenresonanz, dargestellt in der komplexen n2-Ebene.

N

Abb. 3. Verschiebung der Ionenresonanz durch Dampfung im
Falle s> 1/u, s> t. s=(wp/wy)? t=p/w,. Die gestri-
chelte Kurve stellt die Funktion f=1/¢ dar.

Umgebung der Ionenresonanz, welche in diesem

Falle bei der mittleren Gyrofrequenz (z=1) liegt.
Resonanziiberh6hung und Halbwertsbreiten kon-

nen den Kurven entnommen werden. Die auller-

ordentliche Scharfe der Resonanz wird durch Abb. 2

angedeutet. Der Phasenwinkel

@ =arctg et (35)

(n®)r

in der komplexen n?-Ebene durchlduft in der Um-
gebung der Ionenresonanz den Bereich von —1 @
bis — 3 7, wenn sich das relative Frequenzquadrat «
nur in dem kleinen Bereich

1 1
— 'sz'z<x<1 + fﬁ t
bewegt. Wegen der Scharfe der Absorptionsstellen
gilt daher die fiir < 1 giiltige Entwicklung

1

9 s(l—z+s)
el e i ) {36)
IR e =

" Tr/u—(A—z+s) (1—2)1°

praktisch im gesamten Frequenzbereich. Hier treten
die Resonanzstellen als Pole erster bzw. zweiter Ord-
nung in Erscheinung. Die geringe Verschiebung der
Lage der Resonanzstellen durch die temperatur-
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abhingige Dampfung ¢ ist im Falle t <1 zu ver-
nachlissigen.

Eine genauere Abschitzung lehrt, daBl im Falle
s> 1/u,s>t, s>z die Resonanzstelle (Maxi-
mum von (n?); bei t <1 durch Dampfung nach
wr=wy(1 — % -22) verschoben wird. Im Grenzfall
grofler ¢ geht sie gegen Null gemdB w./m,— wgfy .
AuBlerdem findet eine Verbreiterung und Abfla-
chung der Resonanzkurven statt. In Abb. 3 ist die
Abhingigkeit der Lage der Ionenresonanz von der
StoBfrequenz dargestellt. Aus dem Vergleich mit
der Funktion f=1/t ersieht man, daB bereits fiir
t>1 die Relation

2
Wy -y =W,

(37)

mit einem Fehler <107! erfillt ist. Die Resonanz-
frequenz steigt dann quadratisch mit dem Magnet-
feld an.

Setzt man n*=2a+:2b, dann folgt fiir die
Quadrate von Real- und Imaginirteil

nP=a+Va®+b, n?=—a+Va®+b®. (38)

Da auflerhalb der Nullstellen von a fiir alle prakti-
schen Fille a? > b2 ist, 1aBt sich die Wurzel ent-
wickeln:

n2~2a, n2=xb*2a fir a>0, |

n2=~2|a|, n2~b%2|a| fir a<0. | (39)

Das Vorzeichen von n; ist bei n, >0 so festzulegen,
dafl von auflen in das Plasma eindringende Wellen
abklingen; es folgt n; <O0.

Die geringe Temperaturabhéngigkeit von n, bei
a>0 und von n; bei a<0 wurde vernachlassigt.
Wihrend b negativ definit ist, dndert a sein Vor-
zeichen an jeder Nullstelle und jedem der zwei Pole.

Die Abhingigkeit der Lage der Nullstellen und
Pole des Realteiles von n? von der Teilchendichte und
dem statischen Magnetfeld zeigt Abb. 3 in Arbeit I.
Dort wurde 2 a = Je(n®) mit n,? bezeichnet. Die der
StoBfrequenz proportionale Grofle b bestimmt je
nach Lage der Frequenz  relativ zu den Reso-
nanzfrequenzen der Ionen und Elektronen entweder
den Realteil n, oder den Imaginarteil n; des Bre-
chungsindex (39). In den Abb. 4 und 5 sind n,
und n; in Abhangigkeit von z= (w/wy)? im Be-
reich 1074 < 2 < 108 fiir einige Werte des Para-
meters s= (wp/wy)?, 10! <s < 10° aufgetragen.
Die Abb. 5 enthilt den der relativen Stoffrequenz
t=1y/w, proportionalen Anteil des Brechungsindexes.
Aufgetragen ist — n;/t bzw. n./t. Jede Stelle, an der
2 a=n, sein Vorzeichen dndert (Nullstelle oder Pol),
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ist durch einen vertikalen Strich gekennzeichnet. Hier
wechselt die Bedeutung der Kurve der Abb.4 in
wechselt die Bedeutung der Kurve der Abb. 4 in Rich-

tung steigender Frequenz x von n, zu nj.n,.n;.,n,.
\_/

und die der Abb.5 von n; zu n;.n;.n;.n;. Da die

-\_/ .
durch einen Bogen—— gekennzeichneten Abschnitte
der Kurvenziige bei s = 10° auf einen sehr schmalen
Frequenzbereich in der Umgebung der Elektronen-
resonanz (=~ Plasmafrequenz) zusammenfallen. ist
auf ihre genaue Darstellung in diesem Bereich ver-
zichtet worden. Einzelheiten in I. Abb. 4.

V2'ial

4| _logs=9 Tr J\
10 T——— 9- 7
=i
7- \7

5 \

~—3

Ql\\(M r
Y T
|
= 0 2 7l 3 X
¢ w0 0 A P 0w
Abb. 4. Real- und Imagindrteil des Brechungsindex n als

Funktion der Frequenz. z= (w/wy)2, s= (wp/wy)?, t=y/w,
=t(N,T,H,) aus Abb.6. n>=2a+2ib.

il

]

N
SN
R
e R
0 SRR
‘ AN
A 7 A
Abb. 5. Real- und Imagindrteil des Brechungsindex n als

Funktion der Frequenz. z, s, t wie in Abb. 4.

Aus den Abb. 4 und 5 geht hervor, dafl unterhalb
der lonenresonanz der Brechungsindex im wesent-
lichen reell ist. Daher stellen die Losungen (6) bis
(14) schwach gedampfte stehende Wellen dar.

Abb. 6 zeigt die relative StoBfrequenz ¢ = y/w, in
Abhingigkeit von der Teilchendichte N, dem Ma-
gnetfeld Hy und der Temperatur 7. Aufgetragen ist
t-10” uber der Teilchendichte fiir einige Tempera-
turen. Den numerischen Werten liegt das Buch von
Spitzer zugrunde 3.

Wenn die von aullen kommende elektromagneti-
sche Welle den Plasmazylinder durchdringen soll,
hat man fiir die Eindringtiefe d=1/|n;|k>R zu
fordern. Bei einem Magnetfeld von 10* Gauss und
groBer Teilchendichte (N = 10" cm™3) liegt die

K. KORPER

Ionenresonanz bei der mittleren Gyrofrequenz. Fiir
R =5 cm folgt daher: |n;|<2.
Da im Falle s > 1/u

t Vs
ni=— 5 Vz [1—x~(1+ L”/

W,

(40)
pa— . N :/2
=constw (m)

ist, nimmt also die Eindringtiefe d mit (Hy2T/N)"
zu. Die Tabelle zeigt fiir 7 =105 °K, N =10 ¢m 3,
Hy=10* Gauss den Imaginirteil n; des Brechungs-

10 oK-1 Bev

_.N
0" 0% 0? 0* 0® 10°

AbD. 6. StoBfrequenz ¥ als Funktion der Teilchendichte N und
der Temperatur 7. Aufgetragen ist (y/w,) -10¥ .
v=log(H, Gauss™1), t=yp/w,.

indexes bei einigen Frequenzen. Werte fiir andere
Parameter lassen sich wegen (40) hieran leicht an-

schlieflen.

—nj 0,2 0,3 0,5 1,0 3,0
Tab. 1.

z 0,5 0.6 0,7 0,8 0,9

III. Freie Schwingungen eines Plasmazylinders
in einem axialen Magnetfeld

Bei Abwesenheit eines dufleren anregenden Stro-

mes 1, erscheinen die Grenzbedingungen fiir die Fel-
der (6), (7) und (22), (23) an der Plasmaober-
flache in Form eines linearen, homogenen Gleichungs-
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Das Verschwinden seiner Koeffizienten-
determinante ist eine notwendige Bedingung fiir die
Existenz nichttrivialer Losungen fiir die Amplituden
a und a, :

systems.

RO ()= Iy (n(@) o) B (0 F) @D

o1 0 B 1 o] o

Die Losungen « dieser -charakteristischen Glei-
chung stellen die Eigenfrequenzen der radialen
Schwingungen des Plasmazylinders dar. Wie aus der
Herleitung ersichtlich, regen die kollektiven Bewe-
gungen des Plasmas elektromagnetische Zylinder-
wellen im Vakuum an, die ins Unendliche laufen.
Daher miissen aus energetischen Griinden die Schwin-
gungen geddampft und die Eigenfrequenz w komplex
mit positivem Imaginarteil sein. Neben dieser Strah-
lungsddmpfung findet ein Verlust an Schwingungs-
energie durch dissipative Vorgénge im Plasma statt,
welcher auf der Ion-Elektron-Streuung beruht. —
Die Darstellung abklingender Schwingungen ge-
dédmpfter Systeme als komplexe Losung einer charak-
teristischen Gleichung ist aus der elementaren Schwin-
gungstheorie bekannt.

Bei verschwindender Elektron-Ion-Wechselwirkung
(y=0) wird der Brechungsindex ny(w)=n(w),-o
je nach Lage der Frequenz reell oder imaginar. We-
gen der Symmetrie von Jy(z) und ny(w) und der
Antimetrie ¢ von J,(z) :

Jo(=2) =Jo(2) , (42)
Ji(—=2)==],(2), (43)

ny(—w) =ny(w) (44)

und wegen H{® (—z2)=H;" (z) , (45)
Hy® (—2) = —HyW(2) (46)

folgt %52:)0 () =§Rf20 (—w). (47)

Hierbei deutet der obere Index (1) an, dal} in (41)
die Hanker-Funktion zweiter Art durch die entspre-
chenden Hanker-Funktionen erster Art zu ersetzen
sind. Diese stellen einlaufende, aus dem Unendlichen
kommende Zylinderwellen dar, wie man aus ihrer
asymptotischen Darstellung erkennt.

Die Eigenfrequenzen des durch zeitlich exponen-
tiell zunehmende auflere Erregung zu Schwingungen

6 MacNus-OBERHETTINGER, Formeln und Satze fiir die speziel-
len Funktionen der Mathematischen Physik, Springer-Ver-
lag, Berlin 1943.
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angefachten schwingungsfahigen Plasmazylinders
kann man also bei verschwindender innerer Damp-
fung des Plasmas aus denen des abklingenden Zy-
linders durch Spiegelung am Nullpunkt erhalten.

Die Entwicklungskoeffizienten analytischer Funk-
tionen f(z), die auf der reellen Achse reelle oder
imagindre Werte annehmen, sind reell bzw. imagi-
nar. Daher gilt fiir solche Funktionen

(f(2))*=£f(z") (48)
Wegen (42) und (43) folgt dann aus (41)
(93520 ((r)))* =§R}El=)0 (*) . (49)

Die Eigenfrequenz der von auBen angefachten
Schwingung kann man also im dédmpfungsfreien
Fall aus der der abklingenden Schwingung auch
durch Spiegelung an der reellen Achse erhalten. An-
und Abklingkonstanten des Systems sind also gleich.

In der komplexen w-Ebene liegen somit bei Ab-
wesenheit interner Dampfung die Eigenwerte von
92()?‘):0(60) =0 auch bei Beriicksichtigung des duBeren
Wellenfeldes spiegelsymmetrisch zu beiden Koordi-
natenachsen.

Im Falle y 50 wird die Spiegelsymmetrie zur
reellen Achse gestort, da die Energiedissipation bei
an- und abklingenden Schwingungen eine Dampfung
bewirkt und alle Eigenfrequenzen in Richtung der
positiv imagindren Halbachse verschiebt, wahrend
die Symmetrie beziiglich der imaginaren Achse auf
Grund des Ansatzes e “? natiirlich erhalten bleibt.

Ein grober Uberblick iiber die Lage der Nullstelle
von (41) laBt sich leicht gewinnen. Wegen der Grofle
von |n(w)| (Abb. 4 und 5) werden die Eigen-
werte w im wesentlichen durch die Nullstellen von

Jo (n(w) w g) festgelegt; man kommt also in die

Eigenresonanz des Systems, wenn das magnetische
Wechselfeld in der Nahe des Zylindermantels ver-
schwindet (7).

Beriicksichtigt man die asymptotische Darstellung
von Jy(z), so findet man

w = 5 (3+4%) RLM, (x=4,5,...) (50)

(51)

wi=%7(a)r/w0)2,

falls s> 1/u, y<wy,, w,<w,. Die niedrigen
Ordnungen x der Eigenschwingungen werden nur
sehr ungenau wiedergegeben. Da in (51) die Strah-
lungsdampfung noch nicht beriicksichtigt ist, gilt
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diese Naherung sicher nur dann, wenn der Energie-
verlust durch Strahlung hinreichend klein ist. Die
Dampfung durch Stofe steigt mit der Ordnungszahl
des Schwingungstyps an und nimmt ab mit dem sta-
tischen Magnetfeld. Die Dichte o der Eigenwerte
(Zahl pro Frequenzbereich) steigt wegen der n,” !
Abhingigkeit (50) mit der Teilchendichte und sinkt

mit dem Magnetfeld.

o=const- N*H, 1. (52)
Die Gesamtzahl der Eigenwerte unterhalb der Ionen-
resonanz ist aber unabhidngig vom Magnetfeld, da
der gesamte zur Verfiigung stehende Frequenzbereich
mit dem Magnetfeld zunimmt, im selben Malle wie

die Eigenwertdichte abnimmt.
IV. Freie Schwingungen einer Plasmaplatte
in einem Magnetfeld

Das dem hier vorliegenden zylindrischen Problem
mit azimutalen Stromen und axialem Magnetfeld

K. KORPER

entsprechende ebene Gebilde ist ein in y- und z-Rich-
tung unbegrenzter plattenformiger Plasmabereich,

—rg L s Xy,

welcher einem homogenen statischen Magnetfeld in
z-Richtung ausgesetzt ist. In den beiden Begrenzungs-
ebenen r =2, und r = — z, flieBen Wechselstrome in
y-Richtung im Gegentakt, welche ebene elektro-
magnetische Wellen anregen. Der Brechungsindex
des Mediums wird fiir diese Polarisation (E,. H,)

wieder durch (16) gegeben. (Vgl. I.)
Bei verschwindenden Stromen erhéalt man als Glei-
chung fiir die Eigenfrequenzen w des Systems

_ ¢ n(w)—1
T 2in(w) z M n(w)+1°

0} (53)
Wegen der Vieldeutigkeit des Logarithmus treten
wieder Oberschwingungen auf, welche aber nicht
streng dquidistant liegen, da sich n mit @ &dndert.

Die Impedanz einer Spule mit einem Plasma als Dielektrikum

Von Kraus Korprer

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen *
(Z. Naturforschg. 15 a, 226—235 [1960] ; eingegangen am 17. Januar 1960)

From the basic equations of magneto-hydrodynamics the energy conservation theorem for plasmas
is derived for events periodic in time. In addition to the terms known from vacuum electrodynamics,
there are the kinetic energies of the electrons and ions, and a term due to the oscillations of the
electrons and ions in the magnetic field. — With the help of the solution for the radially oscillating
cylinder, the impedance of a coil containing the plasma is derived from general energy considerations.
The impedance [eq. (31)] is discussed and its mean value in the range between two eigenfrequencies

of the plasma cylinder is given.

In einer fritheren Arbeit ! 2 wurden die Losungen
der auf einer Zwei-Flissigkeits-Theorie beruhenden
Grundgleichungen des Plasmas? fiir einen in einem
axialen Magnetfeld radial schwingenden homogenen
unendlich langen Plasmazylinder hergeleitet. Hier-
mit 1aft sich auch die durch die kollektive Schwin-
gung der geladenen Plasmamaterie bedingte makro-
skopische Ausstrahlung ins duflere umgebende Va-
kuum beschreiben.

Die von strahlenoptischen Modellvorstellungen der
Wellenausbreitung herriihrende begriffliche Schwie-
rigkeit der Unterscheidung: absorbierte und das end-
liche Plasmavolumen durchdringende Energie oder

* Seit Herbst 1958 in Miinchen.
1 K. Korper, Z. Naturforschg. 12 a, 815 [1957]. Im folgenden
als I bezeichnet.

aufgenommene und reflektierte Energie entféllt im
Rahmen einer feldmifligen Behandlung. Hier lassen
sich die betreffenden Leistungen aus dem resultie-
renden Wellenfeld durch Oberflichenintegrale des
Poynring-Vektors iiber geeignet gelegte Hiillflachen
gewinnen.

I. Energetische Betrachtungen

Bei der iiblichen Art der Interpretation komplexer
Groflen hat nur ihr Realteil unmittelbare physikali-
sche Bedeutung. Komplexe Groflen werden nur der
rechnerischen Einfachheit halber bevorzugt.

2 K. Koreer, Z. Naturforschg. 15 a, 220 [1960]. Im folgenden
mit II bezeichnet.
3 A. ScuriTer, Z. Naturforschg. 5a, 721 [1950].



